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6.1 z变换

序列 z 变换的定义

z 变换的收敛域

常见序列的 z 变换



对上式作双边拉普拉斯变换，根据 ，有：

令 ，上式变为复变量 z 的函数：

从拉普拉斯变换到 z 变换

z 变换的定义可以借助抽样信号的拉普拉斯变换引出

◼ 序列 z 变换的定义
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z 变换的定义

➢ 双边 z 变换

◼ 序列 z 变换的定义

 
( ) ( ) k
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F z f k z
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➢ 单边 z 变换

0

( ) ( ) k

k

F z f k z
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 ( ) ( )f k F zz 变换对

拉普拉斯变换中着重讨论单边的因果情形；分析离散系统，对

单、双边 z 变换都进行讨论。因果信号的单、双边 z 变换相等。

z 变换存在的充要条件

( ) k
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f k z
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 ➢ 绝对可和条件

序列的 z 变换是关于复变量 z 的幂级数，满足绝对可和条件时，

此幂级数收敛。
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◼ z 变换的收敛域

➢ 收敛域：使 ，即 存在的 z 的取值范围。( )F z( ) k
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f z z
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有限长序列
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z 变换是与 z 无关的常数 1 ，因而在 z 的全平面收敛，即 。 0z 

0

( ) 1, 2, 3 , 2, 1
k

f k


=

 
=  
 

2 1 2( ) ( ) 2 3 2k

k

F z f k z z z z z
+

− − −

=−

= = + + + +

 z    0z 
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收敛域至少是 ，可能会包括0 z   0,z z= = 



◼ z 变换的收敛域

➢ 收敛域：使 ，即 存在的 z 的取值范围。( )F z( ) k
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因果序列
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z 平面上为半径为 的圆外区域

示例
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收敛条件：
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收敛域：



◼ z 变换的收敛域

➢ 收敛域：使 ，即 存在的 z 的取值范围。( )F z( ) k
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反因果序列
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z 平面上为半径为 的圆内区域

示例
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收敛条件：
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◼ z 变换的收敛域

➢ 收敛域：使 ，即 存在的 z 的取值范围。( )F z( ) k
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双边序列
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不同信号可能会有相同的象函数，但收敛域不同。
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收敛域为圆环，z 变换存在 无公共收敛区域，z 变换不存在

半径为|a|的圆 半径为|b|的圆



◼ 常用序列的 z 变换
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线性性质

移位性质

尺度变换性质

k 域反转

序列卷积性质

z 域微分性质

z 域积分性质

初值定理

终值定理

序列求和性质

6.2 z变换的性质



◼ 线性性质
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在某些特殊情况下，如零极点在线性运算后抵消，两个无限长

序列作减法变成有限长序列，等等，收敛域反而可能会扩大。
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例题1 求信号 的 z 变换 。( )F z
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收敛域至少是两个序列 z 变换收敛域的相交部分。



◼ 移位性质

双边 z 变换的移位性质

 ( ) ( ), 0f k F z z m    ，且有整数

 ( ) ( )mf k m z F z z    则 ，收敛域至少为

移位后的序列不丢失原序列信息。

例题2 求信号 的 z 变换。
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◼ 移位性质

( ) ( ) ( ), 0f k k F z z m   ，且有整数
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移位后的序列与原序列相比长度发生了增减。

特殊地，对于因果序列右移，其单边 z 变换为：

( ) ( ) ( ) ( )mf k m f k m k z F z −− = − 

单边 z 变换的移位性质



◼ 移位性质
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需要记忆的是左移、右移1-2个单位的性质公式

( 1)f −

( 2)f −

( 3)f −

( )F z

右移性质：

在差分方程中运用移位性质，会引入系统初始状态 ，

便于在 z 域求解差分方程的解。

单边 z 变换的移位性质

( 1), ( 2),y y− −



◼ 移位性质
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需要记忆的是左移、右移1-2个单位的性质公式

左移性质：
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单边 z 变换的移位性质



例题3 求信号 和 的单边 z 变换。 2ka −  2ka +



◼ 移位性质

因果周期序列的 z 变换
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例题4 求如下周期为 N 的有始周期性单位序列的 z 变换。

0

( ) ( ) ( )N

m

k k k mN  
+

=

= −



求 的 z 变换。

◼ 尺度变换性质
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例题5 ( ) cos ( )kf k b k k =



◼ k 域反转
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仅适用于双边 z 变换

例题6 求 的双边 z 变换。( 1)ka k− − −



◼ 序列卷积性质
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需注意：在象函数相乘的过程中，如果出现零极点抵消的情况，

收敛域则可能会扩大。

收敛域：至少为 两个象函数收敛域的公共部分1 2( ), ( )F z F z



求 的 z 变换（其中 ）。

例题7

( ) ( ) ( )k kf k a k b k =   0 a b 

已知 ，试求 的 z 变换。
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◼ z 域微分性质
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其中 表示进行 m 次求导后乘以 的运算。
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◼ z 域积分性质

( ) ( ),f k F z z   
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求 的 z 变换。例题10
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由 直接求( )F z (0), (1), (2),f f f

◼ 初值定理与终值定理

( ) ( ) ( ),f k k F z z a  

初值定理

该性质适用于右边序列或有始序列，此时假设 为因果序列。

…

(0) lim ( )
z

f F z
→

=

 (1) lim ( ) (0)
z

f z F z f
→

= −

2 1(2) lim ( ) (0) (1)
z

f z F z f f z−

→
 = − − 

( )f k

例题11 某因果序列的 z 变换为 ，求 。
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( )
( 2)( 1)

z
F z

z z
=
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 (0), (1)f f



( ) ( ) ( , , 0) 1f k k F z az a    

1
( ) lim ( ) lim( 1) ( )

k z
f f k z F z

→ →
 = = −

前提：收敛域包含单位圆时，终值才存在。

对于因果序列， 除了在 z = 1 处可以有一阶

极点外（此时该极点可约去），其余极点必须

在单位圆 |z| = 1 内，才可以应用终值定理。

由 判断 是否存在，并求之。( )F z  ( )f 

◼ 初值定理与终值定理

终值定理

该性质适用于右边序列或有始序列，此时假设 为因果序列。( )f k

( )F z

单位圆

 Im z

 Re z
0 1

a

z a



例题12

已知因果序列 的 z 变换如下，问能否应用终值定理？若能，

试求序列终值 。( )f 

1 1
1) ( ) 2) ( ) 3) ( )

1 1( 1)( 2)
( 1)( ) ( 1)( )

2 2

z z z
F z F z F z
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= = =
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◼ 序列求和性质

( ) ( ),f k F z z   

( ) ( ) ( ), max( ,1)
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z
g k f i F z z

z
 
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=   
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求序列 的 z 变换。
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2 ( 0)
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i

k
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例题13



部分分式展开法

其它求解方法

6.3 逆 z 变换



◼ 逆 z 变换

11
( ) ( ) d

2

k

C
f k F z z z k

j

−= −   +

逆 z 变换计算方法

➢ 反演积分法（留数法）

➢ 幂级数展开法（解不闭合）

➢ 部分分式展开法

➢ 用 z 变换性质求逆 z 变换

逆 z 变换的公式（了解）

上式中 C 为收敛域中的一条环绕原点逆时针旋转的闭合曲线。

频域

s 域

z 域
1 ( )

( ) d
2

k

C

F z
f k z z

j z
= 

1
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2

j
st

j
f t F s e s
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+ 
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1
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2

j tf t F j e  


+

−
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三大变换信号分解思想 基本信号

j te 

ste

kz



◼ 部分分式展开法

1 1

1 1 0 1 1 0

1

1 1 0 1 2

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

m m m m

m m m m

n n

n n

b z b z b z b b z b z b z bB z
F z

A z z a z a z a z z z z z z

− −

− −

−

−

+ + + + + + + +
= = =

+ + + + − − −

逆 z 变换部分分式展开法与拉式变换完全一致，需要注意两点：

➢ 部分分式展开时，对 进行展开，然后再乘以 z 。
( )F z

z

➢ 求反变换对应的序列时，需要结合象函数收敛域进行分析。

部分分式 常见变换对

2

1 1
,

( )z a z a− −
2

,
( )

z z

z a z a− −

n 个极点



◼ 部分分式展开法

F(z)仅有单极点

0 1 2

1 2

( ) n

n

k kk kF z

z z z z z z z z
= + + + +

− − −

( )
( )

i

i i

z z

F z
k z z

z =

= −

部分分式形式：

系数公式：

m n 时

m n 时

直接对 进行展开，然后再乘以 z 。
( )F z

z

先通过多项式除法分解出真分式，再进行部分分式展开。

所用变换对：

( )  ,k z
a k z a

z a
  

−
( 1)  ,k z

b k z b
z b

 − −  − 
−

( ) 1 k 

1 2
0

1 2

( ) n

n

k zk z k z
F z k

z z z z z z
= + + + +

− − −



例题14 求象函数 的原函数 。( )f k
1

( ) , 3
( 2)( 3)

F z z
z z

= 
− −



例题15 求象函数 的原函数 。( )f k
2

( )
1 1

( )( )
2 3

z
F z

z z

=

− −

 1 1 1 1
1) , 2) , 3)

2 3 3 2
z z z   其中收敛域分别为：



例题16 求 的原函数 。( )f k
2

( ) ,1 2
1 2 1 2 3

z z z z
F z z

z z z z

− −
= + + +  

− − − −



F(z)含有共轭单极点

1 2( )

( ) ( )

k kF z

z z c jd z c jd
= +

− + − −

 1 1

( )
( ) j

z c jd

F z
k z c jd k e

z



= +

= − + =

 2 1 1

( )
( ) j

z c jd

F z
k z c jd k e k

z

− 

= −

= − − = =

求出其中一个系数

另一系数取共轭即可

共轭单极点对应的部分分式形式：

系数公式：

共轭单极点 1,2

jz c jd e  =  =

◼ 部分分式展开法

1 1
( )

j j

j j

k e z k e z
F z

z e z e

 

  

−

−
= +

− −

1( ) 2 cos( ) ( )kf k k k k   = +

1( ) 2 cos( ) ( 1)kf k k k k   = − + − −

z 

z 



例题17 求象函数 在如下收敛域时的原函数 。( )f k
2

( )
4 8

z
F z

z z
=

− +

1) 2 2 2) 2 2z z 



F(z)含有 r 重极点
2 1

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r

r n

B z B z
F z

z a A z z a z z z z+

= =
− − − −

11 12 1

1
1

( )

( ) ( ) ( )

n
jr

r r
j r j

kk k kF z

z z a z a z a z z−
= +

 
= + + + + 

− − − − 


1

1 1

1 d ( )
( )

( 1)! d

i
r

i i

z a

F z
k z a

i z z

−

−

=

= −
−

部分分式形式：

系数公式：

所需变换对：

r 重极点 1z z a= =

◼ 部分分式展开法

1

2

2

3

( ) ,

( ) ,
( )

1
( 1) ( ) ,

2 ( )

k

k

k

z
a k z a

z a

z
ka k z a

z a

z
k k a k z a

z a







−

−

 
−

 
−

−  
−

推导记忆方法：

两侧对 a 求导

即可得到变换式

……



例题18 求象函数 的原函数 。( )f k
3 2

3
( ) , 1

( 1)

z z
F z z

z

+
= 

−



◼ 逆 z 变换的其它求法

2

0
0 2

0

cos
cos ( ) 1

2 cos 1

z z
k k z

z z


 



−
 

− +

当含有共轭极点时，可以尝试通过配凑和待定系数，配出对应的

象函数，然后求解反变换。

所用到的变换对为：

0
0 2

0

sin
sin ( ) 1

2 cos 1

z
k k z

z z


 


 

− +

此外，也要学会灵活应用性质和定义求解逆 z 变换。



例题19 求象函数 的原函数 。( )f k
2

( ) , 1
3 1

z
F z z

z z
= 

− +

例题20 求象函数 的原函数 。( )f k
2

1
( ) , 1

1
F z z

z
= 

+



例题21 求象函数 的原函数 。( )f k
2

1 1
( ) ,

( 1)( 0.5) 2
F z z

z z z
= 

+ + −



例题22 求象函数 的原函数 。( )f k
2

( ) , 0zF z e z= 



例题23 求象函数 的原函数 。( )f k( ) ln 1 ,
a

F z z a
z

 
= +  

 



系统差分方程的变换域解

系统函数与系统的 z 域框图

6.4 离散时间系统的 z 域分析



差分方程 代数方程

( )Y z( )y k

1−

以二阶LTI离散系统为例，系统的差分方程为：

1 0 2 1 0( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2)y k a y k a y k b e k b e k b e k+ − + − = + − + −

其中 在 k = 0 时刻加入系统，即 。( )e k ( 1) ( 2) 0e e− = − =

1 2 1 1 2

1 0 2 1 0( ) [ ( ) ( 1)] [ ( ) ( 2) ( 1) ] ( ) ( )Y z a z Y z y a z Y z y y z b b z b z E z− − − − −+ + − + + − + − = + +

对方程两端同时取单边 z 变换，根据时移性质，有：

其中 为系统的初始状态。( 1), ( 2)y y− −

◼ 系统差分方程的 z 域解



1 2 1 1 2

1 0 2 1 0( ) [ ( ) ( 1)] [ ( ) ( 2) ( 1) ] ( ) ( )Y z a z Y z y a z Y z y y z b b z b z E z− − − − −+ + − + + − + − = + +

( ) ( )1 2 1 1 2

1 0 1 0 0 2 1 01 ( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( )a z a z Y z a y a y a y z b b z b z E z− − − − − + + + − + − + − = + + 

1 1 2
1 0 0 2 1 0

1 2 1 2

1 0 1 0

( 1) ( 2) ( 1)
( ) ( )

1 1

a y a y a y z b b z b z
Y z E z

a z a z a z a z

− − −

− − − −

 − − + − + − + + = +
+ + + +

与差分方程系数和

系统初始状态有关

与系统激励无关

( ) 0 ( )zie k Y z=  ( 1) ( 2) 0 ( )zsy y Y z− = − = 

与差分方程系数和

系统的激励有关

与初始状态无关

)( () ( ) zi szY z YY zz = + )( () ( ) zi szy k yy kk = +

◼ 系统差分方程的 z 域解



1

1 0 0

1 2

1 0

( 1) ( 2) ( 1)
( )

1
zi

a y a y a y z
Y z

a z a z

−

− −

 − − + − + − =
+ +

系统时域解的形式由全响应Y(z)的极点决定。而Y(z)的极点由系统

特征方程形成的极点，和系统激励信号的极点组成。

1 2

2 1 0

1 2

1 0

( ) ( )
1

zs

b b z b z
Y z E z

a z a z

− −

− −

+ +
=

+ +

自由响应/齐次解

零输入响应

零状态响应

强迫响应/特解 由激励的极点决定

◼ 系统差分方程的 z 域解

由系统特征根决定

由系统特征根决定

由系统特征根和激励的极点共同决定

系统特征方程： 2 1 2

1 0 1 00 1 0z a z a a z a z− −+ + =  + + =



例题24

已知系统的差分方程为 ，激

励信号为 ，系统的初始状态 ，求系统的

零输入响应 、零状态响应 和全响应 。

( ) ( 1) 2 ( 2) ( ) 2 ( 2)y k y k y k e k e k− − − − = + −

( ) ( )e k k= ( 1) 2, ( 2) 0.5y y− = − = −

( )ziy k ( )zsy k ( )y k



◼ 系统差分方程的 z 域解

补充说明

➢ 若题目所给方程是前向差分方程，则求解方法有两种：

方法1：利用单边 z 变换的左移性质

 
2 2 2 1

( 1) ( ) (0) ( ) (0)

( 2) ( ) (0) (1) ( ) (0) (1)

y k zY z zy z Y z y

y k z Y z z y zy z Y z y z y−

 +  − = −


 +  − − = − −  

此时需要利用 (0), (1),y y

方法2：将前向差分方程转换为后向差分方程，用右移性质求解

此时需要利用 ( 1), ( 2),y y− −

➢ 若题目所给的条件不适用，则须通过差分方程的迭代递推得出所

需的条件。



◼ 系统函数与系统的 z 域框图

系统函数

( )
( )

( )

zsY z
H z

E z
=

1 2

2 1 0

1 2

1 0

( ) ( )
1

zs

b b z b z
Y z E z

a z a z

− −

− −

+ +
=

+ +

1 0 2 1 0( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2)y k a y k a y k b e k b e k b e k+ − + − = + − + −

系统函数只与差分方程的系数和阶数有关。因此它只与系统的结

构、参数有关，而与系统的激励、初始状态等均无关，反映的是系统

固有特性。

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zs zsY z E z H z y k e k h k=   =  ( ) ( )h k H z

1 2

2 1 0

1 2

1 0

( )
1

b b z b z
H z

a z a z

− −

− −

+ +
=

+ +



◼ 系统函数与系统的 z 域框图

系统的 z 域框图

系统函数与初始状态无关

因此用零状态的 z 域模型



◼ 系统函数与系统的 z 域框图

1 2

1 0( ) ( ) ( ) ( )E z a z X z a z X z X z− −− − =

1 2

1 0( ) (1 ) ( )E z a z a z X z− −= + + 

1 2

2 1 0( ) ( ) ( ) ( )b X z b z X z b z X z Y z− −+ + =

1 2

2 1 0( ) ( ) ( )Y z b b z b z X z− −= + + 

1 2

2 1 0

1 2

1 0

( )
( )

( ) 1

b b z b zY z
H z

E z a z a z

− −

− −

+ +
= =

+ +



1 2

2 1 0

1 2

1 0

( )
1

b b z b z
H z

a z a z

− −

− −

+ +
=

+ +

差分方程 系统函数

系统框图

1z−延时单元

2b
1

1b z− 2

0b z−1
1

1a z− 2

0a z−

◼ 系统函数，差分方程与系统 z 域框图的转换

1 0 2 1 0( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2)y k a y k a y k b e k b e k b e k+ − + − = + − + −



例题25

1) 已知某离散系统的差分方程为 ，

试求系统函数 ；

( ) 4 ( 1) 3 ( 2) ( ) 3 ( 1)y k y k y k e k e k+ − + − = − −

( )H z

2) 已知离散时间系统的系统函数为 ，试写出该系统的

差分方程。

2

2

6
( )

5 6

z
H z

z z

+
=

+ +



例题26

某离散系统当 时，零状态响应为

1) 求解系统的系统函数 ；

2) 求解系统的差分方程。

( )H z

( ) ( )e k k=  ( ) 2 0.5 ( 1.5) ( )k k

zsy k k = − + − 



1 2( ) ( ) ( ) ( )nH z H z H z H z= 

1 2( ) ( ) ( ) ( )nH z H z H z H z= + + +

➢并联系统：系统函数为子系统函数之和。（时域为相加）

➢级联系统：系统函数为子系统函数之积。（时域为卷积和）

◼ 系统函数与系统的 z 域框图

( )Y z

1( )H z

2 ( )H z

( )nH z

1( )H z 2 ( )H z ( )nH z
( )Y z( )E z

( )E z 1 2( ) ( ) ( ) ( )nh k h k h k h k= + + +

1 2( ) ( ) ( ) ( )nh k h k h k h k=   

+



例题27

已知离散复合系统如下图所示，已知各子系统的单位序列响应或

系统函数分别为 ，求此复合系统的系

统函数 。

1 2 3

1
( ) ( ) , ( ) , ( )

1

z
h k k H z H z

z z
= = =

+

( )H z

1( )h k

2 ( )H z

 3( )H z( )E z ( )Y z

+

+
+



系统函数的零点与极点

系统函数零、极点分布与系统的时域特性

系统函数与系统的因果性、稳定性

离散系统的频率响应特性

6.5 系统函数与系统特性



◼ 系统函数的零点与极点

1

1 1 0

1

1 1 0

( )
( )

( )

m m

zs m m

n n

n

Y z b z b z b z b
H z

E z z a z a z a

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +

11 2

1 2

1

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

m

j

jm m

n

n
i

i

z z
b z z z z z z

H z B
z p z p z p

z p

=

=

−
− − −

= =
− − −

−





jz z=系统函数的零点：

iz p=系统函数的极点：

系统函数的零点与极点

系统函数的零、极点分布图

把系统函数的零、极点画在 z 平面上的图形，称为系统函数的

零、极点分布图。

一般用“”表示零点，用“×”表示极点，高阶的零、极点需

要在对应点处标明阶数。



◼ 系统函数的零点与极点

  

2( 1)
( )

( 0.5) (0.5 0.7) (0.5 0.7)

z z
H z

z z j z j

−
=

+ − + − −

1 2,30, 1z z= =

三个零点：

（均为一阶极点）

1 2 30.5, 0.5 0.7, 0.5 0.7p p j p j= − = + = −

三个极点：

二阶零点一阶零点



◼ 系统函数零、极点分布与系统的时域特性

极点在单位圆内 1z a= 

ip a=

1,2

jp ae =

一阶实极点

共轭单极点
1 1

j j

j j

A e z A e z

z ae z ae

 

 

−

−
+

− −

( )kAa k

重极点

例：2重实极点
2( )

Az

z a−

系统函数

Az

z a−

时域响应形式

12 cos( ) ( )kA a k k  +

1 ( )kAka k−

极点形式 响应特点

1a 

lim ( ) 0
k

h k
→

→

指数衰减规律

响应幅度收敛

极点位于单位圆内时，单位序列响应最终收敛至0



◼ 系统函数零、极点分布与系统的时域特性

极点在单位圆上 1z a= =

1ip = 

1,2

jp e =

一阶实极点

共轭单极点
1 1

j j

j j

A e z A e z

z e z e

 

 

−

−
+

− −

( 1) ( )kA k

重极点

例：2重实极点
2( 1)

Az

z

系统函数

1

Az

z

时域响应形式

12 cos( ) ( )A k k  +

( 1) ( )kAk k

极点形式 响应特点

1a =

响应为稳态分量

极点位于单位圆上时，一阶极点的响应为稳态分量

二阶及以上极点，单位序列响应幅度发散，趋于无界

（阶跃、正弦等）

响应幅度发散

lim ( )
k

h k
→

→



◼ 系统函数零、极点分布与系统的时域特性

极点在单位圆外 1z a= 

ip a=

1,2

jp ae =

一阶实极点

共轭单极点
1 1

j j

j j

A e z A e z

z ae z ae

 

 

−

−
+

− −

( )kAa k

重极点

例：2重实极点
2( )

Az

z a−

系统函数

Az

z a−

时域响应形式

12 cos( ) ( )kA a k k  +

1 ( )kAka k−

极点形式 响应特点

1a 

lim ( )
k

h k
→

→

指数增长规律

响应幅度发散

极点位于单位圆外时，单位序列响应幅度发散，趋于无界



◼ 系统函数零、极点分布与系统的时域特性

系统函数零、极点与时域特性的关系总结 ☆

单位圆内的极点所对应的响应，当 时，幅度衰减到0；k →

单位圆上的一阶极点对应的系统响应为稳态分量；

单位圆上的二阶以上的极点以及单位圆外的极点所对应的响应，

幅度随着 而趋于无穷大；k →

系统函数的零点只影响响应的幅度与相位。



◼ 系统函数与系统的因果性、稳定性

因果系统的判断方法

时域判断

z 域判断

系统函数 的收敛域为 ，即系统函数的收敛域在极点所

在最大半径圆的外部。

( )H z 0z 

系统的单位序列响应 为因果信号，即 。( ) 0, 0h k k= ( )h k

稳定系统的判断方法

时域判断

z 域判断 系统函数 的收敛域必须包含单位圆 。( )H z 1z =

系统的单位序列响应 绝对可和，即 。( )
k

h k M
+

=−

( )h k



◼ 系统函数与系统的因果性、稳定性

因果稳定系统的判断方法

系统函数的极点全部在单位圆 内。

系统的单位序列响应 因果，且绝对可和，即 。( )h k
0

( )
k

h k M
+

=



因果稳定系统

因果临界稳定系统

系统函数在单位圆上仅有一阶极点，其余极点全部在单位圆内。

因果不稳定系统

系统函数在单位圆上含有二阶及以上极点，或在单位圆外含有极点。

 1z =

时域判断

z 域判断



例题28

图示因果系统：1) 判断系统是否稳定；2) 求单位序列响应 。( )h k



例题29

图示因果系统：1) 判断系统是否稳定；2) 求单位序列响应 。( )h k





D

D



+

+

−

+

+

+

( )E z ( )Y z

1 4

1 3

1

1



例题30

给定离散线性时不变系统 ，已知系

统是稳定的，试求其单位序列响应。

 10
( 1) ( ) ( 1) ( )

3
y k y k y k e k− − + + =



例题31

某线性时不变离散系统系统函数的零极点分布如图所示，试指出

H(z)可能的收敛域，并对每一种收敛域确定系统的因果性与稳定性。



1)

2) 朱里表奇数行第一个元素大于最后一个元素的绝对值，即：

离散系统的稳定性准则：朱里准则

1

1 1 0

1

1 1 0

( )
( )

( )

m m

m m

n n

n n

b z b z b z bB z
H z

A z a z a z a z a

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +

1

1 1 0( ) n n

n nA z a z a z a z a−

−= + + + +

系统稳定，即系统函数的极点均在单位圆内（ 的根全在单

位圆内）的条件为：分母多项式 满足：

◼ 系统函数与系统的因果性、稳定性

 ( ) 0A z =

 ( )A z

(1) 0A  ( 1) ( 1) 0n A− − 

0 1 0 2 0 2 0, , , ,n n na a c c d d r r− −   



离散系统的稳定性准则：朱里准则

◼ 系统函数与系统的因果性、稳定性

朱里表

1 2 2 1 0

0 1 2 2 1

1 2 3 1 0

0 1 2 2 1

2 3 4 0

0 1 2 2

2 1 0

1

2

3

4

5

6

2 3

n n n

n n n

n n n

n n

n n n

n

a a a a a a

a a a a a a

c c c c c

c c c c c

d d d d

d d d d

n r r r

− −

− −

− − −

− −

− − −

−

−

由多项式

的系数构成

( )A z

第 3 行之后的

奇数行需要计算

最后一行有3个元素

第 3 行以后奇数行的计算规则：

0 1 1

1 2 0

0 0 1 0 1

1 0 1 1 1 2

2 3 0

0 1 0 2 0 1

n n n n

n n

n n

n n n n

n n

n n

a a a a a a
c c c

a a a a a a

c c c c c c
d d d

c c c c c c

−

− −

−

− − − −

− −

− −

= = =

= = =



例题32 已知系统函数分母多项式如下，判别系统的稳定性。

4 3

4 3

4 3

1) ( ) 2 4 2 3

2) ( ) 2 2 4 1

3) ( ) 4 4 2 1

A z z z z

A z z z z

A z z z z

= − + −

= + − −

= − + −



离散系统的稳定性准则：朱里准则

◼ 系统函数与系统的因果性、稳定性

二阶情形  2

2 1 0( )A z a z a z a= + +

系统稳定，即系统函数的极点均在单位圆内（ 的根全在单

位圆内）的条件为：分母多项式 满足：

 ( ) 0A z =

 ( )A z

 
2 0(1) 0, ( 1) 0,A A a a −  

例题33

某离散系统的系统函数 ，求使得系统稳定

的 K 值的取值范围。

 2

2

1
( )

0.5 ( 1)

z
H z

z z K

−
=

+ + +



系统对正弦序列的响应

➢ 激励为虚指数序列

◼ 离散系统的频率响应特性

( )

1( ) ( ) ( ) ( )j k j k n j k j n

n n

y k h k e h n e e h n e   
+ +

− −

=− =−

=  = = 

设因果系统稳定，此时收敛域包含单位圆，令 ，则：jz e =

1

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )j

j

j k j n j k n j k j k j

z e
n n z e

y k e h n e e h n z e H z e H e



     
+ +

− −

=
= = =

   
= = = =   

   
 

( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )j k j k n j k j n

n n

y k h k e h n e e h n e   
+ +

− − − −

=− =−

=  = = 

2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j

j

j k j n j k n j k j k j

z e
n n z e

y k e h n e e h n z e H z e H e




     

 
+ +

− − − − −  − 

=
=− = =

   
= = = =   

   
 

( ) j ke k e =

( ) j ke k e −=

 ( )
( ) ( ) ( )

j kj j k jy k H e e H e e
     +

=  =

附加幅度
附加相位 虚指数序列的稳态响应



➢ 激励为正弦序列

( ) cos ( )
2

j k j kA
e k A k e e  −= = +

◼ 离散系统的频率响应特性

1( ) ( )j j ky k H e e =( ) j ke k e =

LTI系统

( )H z

( ) j ke k e −=
2 ( ) ( )j j ky k H e e  −=

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

j j j

j j j

H e H e e

H e H e e

   

    −

 =


=

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

j k j j j k j jA
y k e H e e e H e e       − − = +

 

   ( ) ( )
( )

2

j k j kjA
H e e e

      + − + = +
 

 ( ) cos ( )jA H e k   = +

 ( ) ( ) cos ( )jy k A H e k    = + +
( ) cos( )e k A k = +

附加幅度 附加相位
正弦稳态响应

激励信号为虚指数/正弦序列时，系统稳态响应仍为相同数字角频率的

虚指数/正弦序列，其幅度和相位由 和 确定，并附加在原序列上。( )jH e  ( ) 



单位圆 上的系统函数 就是频率响应。

离散系统的频率响应函数

( ) ( ) j

j

z e
H e H z 



=
=

因果稳定系统，收敛域包含单位圆，则频率响应函数为

jz e = ( )H z

频响函数 里的 与连续信号 的 不同注意事项 ( )jH e  ( )H j 

( ) ~ :

( ) ~ :

jH e

H j

 

 

数字角频率

模拟角频率

T = 
模拟角频率 Ω 数字角频率 ω

采样周期 T

频响函数的其它写法

( ) ( ) ( )j j T jH e H e H e = =

◼ 离散系统的频率响应特性



( ) ( ) j

j

z e
H e H z 



=
=

➢ 频响函数 是周期函数，周期为 。2( )jH e 

单位圆 的周期为 ，故频响函数值也具有 的周期。jz e = 2 2

➢ 频响函数 是数字角频率 的连续函数。( )jH e  

( ) ~jH e   的偶函数
( )( ) ( )j j jH e H e e   =

( ) ~   的奇函数

频率响应函数的性质

物理意义：反映系统对不同数字频率 ω的正弦序列的稳态响应特性。

幅频响应特性

相频响应特性

◼ 离散系统的频率响应特性



频谱的周期性分析

( )X j

0 t0

( )x t



( ) ( )ax k x kT=

0 k

( ) ( )j j TX e X e =

0 22−



0 t

( )sX j

0 
ss−



( )sx t

T = 

冲
激

抽
样

转
为
序
列

频
域
周
期
化

频
率
归
一
化

◼ 离散系统的频率响应特性

2
s

T 


=  =


模拟/数字角频率关系

T 2T 3T

1 2 3



例题34

某离散系统的 z 域模型如图所示。

1) 求系统的频率响应函数 ；

2) 已知输入序列 ，求系统的稳态响应 。

 ( )jH e 

( ) 2 5cos 30
3

e k k
 

= + + 
 

 ( )ssy k



系统零、极点与频响函数的关系

11 2

1 2

1

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

m

j

jm m

n

n
i

i

z z
b z z z z z z

H z B
z p z p z p

z p

=

=

−
− − −

= =
− − −

−





1

1

( )

( ) ( )

( )

j

m
j

j

jj

nz e
j

i

i

e z

H e H z B

e p









=

=

=

−

= =

−





j

i

jj

j j

jj

i i

e z B e

e p Ae





 − =


− =

零矢量：

极矢量：

1

1

( )

j

i

m
j

j

jj

n
j

i

i

B e

H e B

Ae







=

=

=





1 2

1 2

( )j m

n

B B B
H e B

A A A

 =

1 2 1 2( ) ( ) ( )m n       = + + + − + + +

幅频响应特性

相频响应特性

◼ 离散系统的频率响应特性



频率特性的几何分析

1

1

( )

j

i

m
j

j

jj

n
j

i

i

B e

H e B

Ae







=

=

=





1 2

1 2

( )j m

n

B B B
H e B B

A A A

 = =
零矢量模值之积

极矢量模值之积

幅频响应特性

相频响应特性

1 2 1 2( ) ( ) ( )m n       = + + + − + + +

= −零矢量相角之和 极矢量相角之和

复变量 z 沿单位圆逆时针

旋转，各矢量的模和相位随 ω

变化，根据变化的情况，可画

出幅频和相频特性曲线。沿单

位圆旋转具有 的周期，因此

作出一个周期内的曲线即可。

j

i

jj

j j

jj

i i

e z B e

e p Ae





 − =


− =

零矢量：

极矢量：

2

◼ 离散系统的频率响应特性



数字滤波器的分类

理想数字滤波器的频率特性

如图所示，这些频率特性都是以

为 周期的连续函数。2

根据对称性，分析数字滤波

器频率特性时，只要给出数字角

频率 在区间 内的变化

情况即可。其中 0 代表低频， 代

表高频，根据频响函数寻求满足

或者逼近性能要求的系统函数。

0 ~ T = 

( )jH e 

0  2−2−

( )jH e 

0  2−2−

( )jH e 

0  2−2−

( )jH e 

0  2−2−

( )jH e 

0  2−2−

高通

低通

带阻

带通

全通

◼ 离散系统的频率响应特性





例题35

求图示一阶离散系统的频率响应

粗略作出 和 时的幅频特性与相频

特性曲线。

( )e k


D

( )y k

a

+

+
( )jH e 

0.5 0.5a = −



0.5

0.5a =


0 1 Re[z]

Im[z]

jz e =

例题35

幅频特性

时， 离极点最近，幅频达到峰值jz e =0 =

低通特性 相频特性

B
A

( )

( )

j B
H e

A



   


=


 = −

 

( )
0.5

j j
j

j j

e Be
H e

e Ae

 


 
= =

−

2

2 3

2

0

0

0

0

0



0



2

( )jH e  ( ) 

0 →

2 →



幅频特性

( )
0.5

j j
j

j j

e Be
H e

e Ae

 


 
= =

+

高通特性 相频特性

( )

( )

j B
H e

A



   


=


 = −

2

2 3 0

0

0

0

0

0.5a = −例题35


0

Im[z]
jz e =

0.5−

BA



1 Re[z]

时， 离极点最近，幅频达到峰值jz e = =

2 3



0



2

( )jH e  ( ) 

0 →

2 →



6.6 z 变换与拉普拉斯变换的关系



◼ z 变换与拉普拉斯变换的关系

z 变换拉普拉斯变换

 sTz e=

1
lns z

T
=

其中 T 为采样周期， 为采样频率， 为采样角频率
 1

sf
T

=
 2

s
T


 =

s – z 平面的映射关系

s 平面 z 平面

s j = +
jz e =直角坐标 极坐标

2

T

j T j T

s

e

e e
T



  



 
  



+

 =


=  
= =



sTz e=

旋转角,即数字角频率

极坐标极径



◼ z 变换与拉普拉斯变换的关系

s – z 平面的映射关系

s 平面 z 平面

s j = +
jz e =直角坐标 极坐标

1
lns z

T
=

 1 1 2
ln ln , 0, 1, 2,

m
s z j m

T T T

 


+
= = + =  

是以 为周期的周期函数，因此在 s 平面上沿虚轴移动对应

于 z 平面上沿单位圆周期旋转。 ω 在 s 平面上每平移 对应于 z 平面

上 变化 （相当于沿着单位圆旋转一圈），故 s – z 映射不是单值

映射。

 je   2

 
s

 2 

在 z 平面上的一点映射到 s 平面是无穷多点，表达式为：



 0 1 =  =

s 平面虚轴→ z 平面单位圆

s 平面左半平面→ z 平面单位圆内部

 0 1   

s – z 平面映射关系总结

◼ z 变换与拉普拉斯变换的关系

2

T

s

e

T




  



 =



= =




s 平面右半平面→ z 平面单位圆外部

 0 1   

s 平面平行于虚轴的直线 → z 平面的某个圆环

  

 

1 1

2 2

Re 0 1

Re 0 1

s z

s z

 

 

=   = 

=   = 

s – z 平面映射关系总结

◼ z 变换与拉普拉斯变换的关系

2

T

s

e

T




  



 =



= =




s 平面实轴→ z 平面正实轴

s 平面平行于实轴的直线 → z 平面从原点出发极角为 的射线

  0
0 0

0

Im 2
s

s T

 


    



−   +  

= =  = =

 0 0

0 (0,1)

0 (1, )

 

 

 

=  =

  

   +

时

时

 
0T =

s – z 平面映射关系总结

◼ z 变换与拉普拉斯变换的关系

2

T

s

e
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s 平面过 且平行于实轴的直线 → z 平面的负实轴
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例题36

画出 s 平面上的直线 已以及 a , b 点在 z 平面的映像（已知采

样间隔 T = 1）。
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例题37

1) 求 z 平面上的点 ，在 s 平面上的映像点 的坐标（设采

样间隔 T = 1）；

2) s 平面的点 映射为 z 平面的点 B，O 为 z 平面原点，求线

段 OB 的长度（设取样周期 T = 2）。
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